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Sia x0 ∈ R e sia I un intervallo aperto che contiene x0 e siano
f1, f2 funzioni continue in x0. Allora
• (f1 + f2) e` continua in x0










Siano f : I1 → R, g : I2 → R due funzioni tali per cui per
ogni x ∈ I1 si ha f(x) ∈ I2 in modo che abbia senso la com-
posizione di funzioni g(f(x)). Allora se f(x) e` continua in
x0 ∈ I1 e g(y) e` continua in y0 = f(x0) la funzione composta




Se x0 ∈ A con f non continua in x0 e` necessario che x0 non




Se x0 ∈ A con f non continua in x0 e` necessario che x0 non
sia un punto isolato, altrimenti la funzione sarebbe continua,







Una funzione di una variabile reale definita in un intervallo
aperto avente come estremo sinistro x0 ha limite destro per
x decrescente verso x0 se per ogni ε > 0, esiste δ > 0 tale
che




Una funzione di una variabile reale definita in un intervallo
aperto avente come estremo sinistro x0 ha limite destro per
x decrescente verso x0 se per ogni ε > 0, esiste δ > 0 tale
che
x0 < x < x0 + δ =⇒ |f(x)− `| < ε.









Una funzione di una variabile reale definita in un intervallo
aperto avente come estremo destro x0 ha limite sinistro per
x crescente verso x0 se per ogni ε > 0, esiste δ > 0 tale che
x0 − δ < x < x0 =⇒ |f(x)− `| < ε.

















Ad esempio f(x) = bxc ha un salto per ogni x ∈ Z








Se almeno uno dei due limiti (destro o sinistro) non e` finito
o non esiste, si parla di discontinuita` essenziale.
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Se almeno uno dei due limiti (destro o sinistro) non e` finito






, se x 6= 0
0, se x = 0







Se x0 /∈ A ma x0 e` di accumulazione per A, la discontinuita`






Se x0 /∈ A ma x0 e` di accumulazione per A, la discontinuita`




La funzione f(x) puo` essere in tale caso prolungata con con-
tinuita` in x0 ponendo f(x0) = `
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Se x0 /∈ A ma x0 e` di accumulazione per A, la discontinuita`




La funzione f(x) puo` essere in tale caso prolungata con con-
tinuita` in x0 ponendo f(x0) = `
Un esempio di prolungamento continuo e`:
f(x) =

(1 + x)4 − 1
x
se x 6= 0,
4 se x = 0.
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Teoremi fondamentali sulle funzioni continue
Teorema degli zeri
Definizione





Sia f : I → R una funzione continua sull’intervallo I. Sup-
poniamo esistano a, b ∈ I tale per cui f(a)f(b) < 0. Esiste
allora un elemento x0 nel sottointervallo di estremi a e b tale




Non e` restrittivo supporre f(a) < 0, f(b) > 0 con a < b. In





Non e` restrittivo supporre f(a) < 0, f(b) > 0 con a < b. In
caso contrario, infatti, e` sufficiente considerare la funzione
−f(x).
Consideriamo l’insieme.




Non e` restrittivo supporre f(a) < 0, f(b) > 0 con a < b. In
caso contrario, infatti, e` sufficiente considerare la funzione
−f(x).
Consideriamo l’insieme.
S = {x ∈ [a, b] : f(x) < 0} .




Non e` restrittivo supporre f(a) < 0, f(b) > 0 con a < b. In
caso contrario, infatti, e` sufficiente considerare la funzione
−f(x).
Consideriamo l’insieme.
S = {x ∈ [a, b] : f(x) < 0} .
S e` non vuoto perche´ a ∈ S. Inoltre S e`, per costruzione,




Non e` restrittivo supporre f(a) < 0, f(b) > 0 con a < b. In
caso contrario, infatti, e` sufficiente considerare la funzione
−f(x).
Consideriamo l’insieme.
S = {x ∈ [a, b] : f(x) < 0} .
S e` non vuoto perche´ a ∈ S. Inoltre S e`, per costruzione,
limitato in quanto S ⊆ [a, b]. Dall’assioma di completezza si
deduce l’esistenza dell’estremo superiore di S, indichiamolo









) = f(x0) ≤ 0
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) = f(x0) ≤ 0
Se fosse f(x0) < 0 ne verrebbe che x0 ∈ S e per il Teo-
rema della permanenza del segno esiste δ > 0 tale che per
ogni y ∈]x0 − δ, x0 + δ[ riesce f(y) < 0 ma questo e` assurdo
perche´ x0 = supS.
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Teorema di Bernard Bolzano
Sia f : I → R una funzione continua, non costante, definita
sull’intervallo I. Allora, presi due elementi a, b ∈ I per cui
f(a) 6= f(b), la funzione f(x) assume tutti i valori compresi
fra f(a) e f(b).
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Teorema di Bernard Bolzano
Sia f : I → R una funzione continua, non costante, definita
sull’intervallo I. Allora, presi due elementi a, b ∈ I per cui
f(a) 6= f(b), la funzione f(x) assume tutti i valori compresi
fra f(a) e f(b).
Non lede la generalita` supporre f(a) < f(b) con a < b.
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Teorema di Bernard Bolzano
Sia f : I → R una funzione continua, non costante, definita
sull’intervallo I. Allora, presi due elementi a, b ∈ I per cui
f(a) 6= f(b), la funzione f(x) assume tutti i valori compresi
fra f(a) e f(b).
Non lede la generalita` supporre f(a) < f(b) con a < b. Preso
ad arbitrio un numero reale λ tale che f(a) < λ < f(b) la tesi
e` provata se si prova l’esistenza di un elemento xλ ∈ [a, b] per
cui f(xλ) = λ.
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Poniamo ϕ(x) = f(x)− λ. La tesi segue dai seguenti tre fatti:
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• ϕ(x) e` continua
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Poniamo ϕ(x) = f(x)− λ. La tesi segue dai seguenti tre fatti:
• ϕ(x) e` continua
• ϕ(a) = f(a)− λ < 0




Dati un sottoinsieme D ⊂ R e una funzione f : D → R, si
vogliono determinare:




Dati un sottoinsieme D ⊂ R e una funzione f : D → R, si
vogliono determinare:
m = inf {f(x) : x ∈ D} , M = sup {f(x) : x ∈ D} .
Se f(x) non e` inferiormente limitata si conviene m = −∞,





Dati un sottoinsieme D ⊂ R e una funzione f : D → R, si
vogliono determinare:
m = inf {f(x) : x ∈ D} , M = sup {f(x) : x ∈ D} .
Se f(x) non e` inferiormente limitata si conviene m = −∞,
analogamente se f(x) non e` superiormente limitata si pone
M =∞.
Se sia m sia M sono entrambi finiti, la funzione f(x) si dice
limitata. Se solo m e` finito f(x) e` detta inferiormente limi-
tata e, se solo M e` finito f(x) e` superiormente limitata
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Se f(x) e` limitata, se esiste xm ∈ D tale che f(xm) = m di-




Se f(x) e` limitata, se esiste xm ∈ D tale che f(xm) = m di-
remo che f(x) ammette minimo assoluto e chiameremo xm
minimante.
Se esiste xM per cui f(xM) = M diremo che f(x) ammette
massimo assoluto; xM si dice massimante.
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Se f(x) e` limitata, se esiste xm ∈ D tale che f(xm) = m di-
remo che f(x) ammette minimo assoluto e chiameremo xm
minimante.
Se esiste xM per cui f(xM) = M diremo che f(x) ammette
massimo assoluto; xM si dice massimante.




Se f(x) e` limitata, se esiste xm ∈ D tale che f(xm) = m di-
remo che f(x) ammette minimo assoluto e chiameremo xm
minimante.
Se esiste xM per cui f(xM) = M diremo che f(x) ammette
massimo assoluto; xM si dice massimante.
xm e xM non sono necessariamente unici, a differenza di m
ed M
Il termine estremanti si usa per riferirsi simultaneamente ai
























Figure 3: f(x) = e−x2 , D = R





Figure 3: f(x) = e−x2 , D = R





Figure 3: f(x) = e−x2 , D = R
M = 1, m = 0, xM = 0, xm non esiste
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Teorema di Karl Weierstrass
Sia f : [a, b]→ R una funzione continua. Allora:
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Sia f : [a, b]→ R una funzione continua. Allora:
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Teorema di Karl Weierstrass
Sia f : [a, b]→ R una funzione continua. Allora:
a) f(x) e` limitata
b) f(x) ammette massimo e minimo assoluto in [a, b]
